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�  ������ �� ���� ���� �� ����� 	! "������ 	��
 # �$%�

� �&���%��� ��������� ��� ���������� ��� 	��
���
����
����	�����������������������

� ��� ����� '���� �����(�� (�&�� �&) �� � ��� �&������* +�%���� # ������ ���� �
�����
���� �� ����
��
�������

����
� �
 ������
 �
� ��
� �����
	�
 �

�����������,���� # ��� +�� �&������� A|S|K� ����� �&�� ��-�� �� �������� ��+��� �� �� ���������� .�./� �0
� ��� ����� �����,�������� ���� ������ ����� ��� ��� A�

� �� ������� �� K �������� ������(��� �� �������������

� ��� ������ �� ������� ���� ������ ����� ��� ��� S�

����(�&��� ����� +�� �&������� ��� ������� �&���,#,���� ����(�� ��� ���1 �&����������

ρ =
E(S)

K E(A)

��� ��"������ # 1.0� ���� ����2�� �� ������ ������������ �� �� ��� �������� �� ��+��� ��� ����� ��)�� �&������� Ta�
3��� �� ��� �0 ��� ������ �����,�������� ���� ����������� ����� ��� ��� �1����������� �� ���� ������ (�&�� �&) ��� (�&��
���� �������� ���� ���� ��� +�� M |G|1� �� "������ �� 4�����5�6,7%����%��� ���� �� ����� ��)�� �&�������

Ta =
ρ E(S)
1 − ρ

(
1 + C2

S

2

)

���� "������ ����������� �� �� ����2�� �1����� �� �������� �%���%�� ��������� (�� �� �������� C2
S ������� �� �����

�� ���8����� �� ��������� �� ����� �� ������� S

C2
S =

9��(S)
(E(S))2

.

4��� ��� ���2��� ���� �������1 '����� ��� +��� G|G|K (�� ���� ������ ����������*� ���� �� ����������� ��� ��
�������� �1��� �� �� "��� ���� ���� ��������� �� "������� �����1�������� ��:�� �������� �� �����������

���

�� � �

� ;����� �� <���� �� ���%��� �� �� ��)���� ��� ���� ���� �&���������� ��� ���������� �� ����� ��)�� �&�������
���� �� ��-�� �&��� +�� �&������� G|G|K �������

� 
����� �&�8������ �� �� ���%��� ��� ��������� �� �����=�� ���� �� �����1�� ������������ �%����� ����� ��������
�� �����=�� '�������� �� ����� �&������� �&��� ��(�>�� ������* �� ? ������ �&�������� ������ ��� d · E(A)
������ �� ����� ��������� �&������� �� �� ��(�>�� ���� �� �)��2�� '�� �������� ��(�>�� ����,�>�� �&��� ��� #
�������������* @ '�0 d ∈ N

∗ ��� �� �����2��� +1� ��� �&�1�������������*�
� 
����� ��� ����������� �� "������� �� C2

A, C2
S , K �� ρ� �� (������ �� �� "������ �����1������� �������� '��� #

7�A���:���������%,B��5* ���� �� ����� ��)�� �&������� ���� �� ��-�� �&��� +�� G|G|K ������ C

Ta ≈ W E(S)
1 − ρ

(
C2

A + C2
S

2K

)
e−G,

�0 W ��� ��� �����1������� �� �� ����������� �� ������ �������� ���� �� ��-��

W =

{
ρ

K+1
2 ���� ρ ≤ 0.7

ρ+ρK

2 ���� ρ > 0.7

�� G ��� �� "������ ��������"

G =

⎧⎨
⎩

2(1−ρ)(1−C2
A)2

3W (C2
A+C2

S)
���� C2

A ∈ [0, 1]

(1−ρ)(C2
A−1)

C2
A+4C2

S
���� C2

A > 1.
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�� �� �	�� M |G|1�



��� ��!"	�����
 L(µ, σ2) �

3��� �� ����� �� �� ������������ ��� ���� ���,�������� ���� ��������� ���� �� ������������ ��� ����� �����,�������� A
�� �� ������� S� D�� ��� ���,������� L(µ, σ2) ��� ������ ��� ���1 ��������� C µ ∈ R '�����2��� �&��%����* �� σ > 0
'�����2��� �� "����*� E����� �� ������� (�� �� "������� �� ������� ���

f(x) =

{
1

x
√

2πσ2 e−
(ln x−µ)2

2σ2 �� x > 0,

0 ������

����� ��� ��� �� ������ ��������� �� �1���� �� ���� �� ������ �������%��(�� ����� ����� ������������ �� �� ��� ������� C

X ∼ L(µ, σ2) ⇐⇒ ln X ∼ N (µ, σ2)

3� ����� �� ��8� �� ������� �&�1����������� �� ������������ �&��� N (µ, σ2) ���� ������� ��� ������������ �&���
L(µ, σ2) '���� ���� ������*� �&��������� �� �� �������� �&��� �������� ��������� ���,������� X ∼ L(µX , σ2

X) ����

E(X) = eµX+
σ2

X
2 �� 9��(X) = e2µX+σ2

X (eσ2
X − 1),

�� ���� (�� ��� ���8����� �� ��������� �� ������ (�� �� ��� �����2��� �� "���� σX

C2
X =

9��(X)
(E(X))2

= eσ2
X − 1.

#�������������	 �� �����
 �

3��� �� ����� �� �� ������������ �� ���2�� �������� >��� ����2������ �����+� ��� ��� �����2���� µA, σ2
A, µS , σ2

S

�������� ��1 ���� A ∼ L(µA, σ2
A) �� S ∼ L(µS , σ2

S)� ����� (�� ��� �� ������������ �� ������ �� �������� K ∈ N
∗�

����� ��������������� �&����� ���������� ��� �����(�� ���� ������� �&��F����� ��� ��������� C2
A, C2

S �� ρ ��� ��
(������ �� �� "������ �����1������� # ����������� ���� ������ ����=� �������� ����� ���� C

� ��� ������ ��� ���8������ �� ��������� C2
A, C2

S > 0 ���� �%����� ��� �&�1�������������� D�������� �&��������
C2

X = eσ2
X − 1 ������� ��,������ ���� ��� ���� ���,��������� �� ������� ��� �����2����

σ2
A = ln(C2

A + 1) �� σ2
S = ln(C2

S + 1).

� ������ ���� �� "��� (��� ���� ����� �� ����������� �� ��� �������� �� �%����� �&����� �� ����� ��������� ����
+1��� �������������� �� ����� ��)�� �����,�������� # e3 ≈ 20.08� ���� ������� ���� # �����

E(A) = eµA+
σ2

A
2 = e3 ⇐⇒ µA = 3 − σ2

A

2

� �&�1������������� �%����� ��������� �� ������ �� �������� K �� �� ���1 �&���������� ρ� ��� ��������� �����
������� ��� �&�1��������

E(S) = KρE(A) = Kρ e3 = e3+ln(Kρ) = eµS+
σ2

S
2 ,

�� �� ������ �� ������ �� ������� �����2��� �� ���2��

µS = 3 + ln(Kρ) − σ2
S

2
.

�� ������� �� �)���1� �&����� �� ��������� ��� ����

����� C2
A C2

S K ρ

����(�� �&�� �� ���%���� ��� �������� �� ���%��� ��� ��������� �� �����=�� ��

����� C2
A C2

S K ρ d

�� �&�� ���� �����(��� ����� ���%��� ���� ��� �������� ������ �� �����2��� d ∈ N
∗ '���� ���� ��� �������� �� �����=��

�������� �� ������ �&�������� ��� ��� ����� d · E(A) = d · e3*�

$	�����������	� ��!��
 ���	������
� �
���
� 
� 
�����
 �����%� �

� G� ����� �� �� ����������� �� �)��2�� ��� ���� '���� �������*�

� /� �� ����� ��� ������ ��� ����� �&������� ��� 10 000 �����2��� ��(�>��� '� ������ ��8���� ���� �&�����������
�� ������ ����������� ���� �� ����� �� �� �����������*�

� �� �����2�� ��������� �� ���%���%� �&�� ������ �� ���� ���(���� ��� �-������ ��� ��� 1 000 ������������ ����������



� �� ����� �� ���������� ��� ����������� �� ���+���� # ���������� ���� ����� �&%�������� +1� # 99%�

� 3��� �� ����� �� �� ������������ �� ����2�� �&���>� # �������� ��� ��� ������ �������� C �� ���%���� ������� ���
��������� # ±5%� �&���,#,���� ��� ����,������� �&���������� �� ���+���� ��"������� �� ����� �� ������2�� ��
����� ��)�� �&������� �������

� G����(��� �� "������ �� ���� �H	 �� ����� '����� �0 �&�� ������� (�&�� "��� (l/L)2 "��� ���� �� ������������* ����
�� ������ �&������������ ��������������� # ������� '�� ����� �� ������ ������ �� ��� ���(���� �&��� ��������
����� ������� �� ������ �� �&��%��������*�

� �&���������� �������� �� �����=�� �������� # ��� ��(�>�� ��� ������� ���� �� ��� ������� ���� �� �)��2���

� �� ����� �&������� �&��� ��(�>�� ��� ������ �� ������ �� �� ����� �� �%���� ��� �� ������� (�� �� �&��
�������� ����� ����� (�� �� ������� �� (������� �� �������� '�� ��� # �� ������ �� �)��2��*�

&�����' ( 
)

��
� �

�� 4������ ������������ �� ���� ������ ������� ���� �&���%��� (�� ���� ��� ������������� "������ ��� �� ����
I�� �� ������ �&���%�������� ������� �� ���������� ����� (�� �� ������� ��� ������� "��������1 '�����+������
��� �����2����� ������� �� �&��%�������� �� ��-�� �&���������� �� �� �� ����� ���� ��� ��������� �� �����=���
������ ����������� ����������� �� ��������� ����������� ������� ��� ��������������* ���� ���# ������ ����� ���%���
�������� �J +�%���� '���� ��� ��,�>��� �� ������������ ���� ���� �� �������* C

� ��������� �� ��������	 C �� ���������� ������,����������

� ������������� �� ������������	 C �� �������%2(�� �� ����������� �� ��������� �����������

� ��	����
���� �� ��	����
���	 C �������������� �� �&��%������� �� �����+������ ��� ���������� �� ��
�����������

� �������� �� �������	 C ������ �� ����6�� ���� �� ��-�� '.�./* ��� ���������� '"�������� �� �)��
�������* ������������� # ��� ��(�>��� ������ >��� ����� �� ������� �� ����� (�&�� ������� �� ���2���

� �
����� �� �
����	 C ������ �� ����6�� ���� ��� ����� '.�./* ��� ����� �&������� �+� �� �������
"��������� ������� �� �������� �� �����=�� �������� # ��� ��(�>���

� �
�����
���� �� �
�����
���	 C ������� ��� ���������� �� �� ���������� �� ���������� �� �� �����������
�������� '�� �&) ���(�� (�� �� ������� ��� ��������� �� �����=��*�

� ����
��
������ �� ����
��
�����	 C ����)�� ��������(�� ��� ��������� ��� �� ���%��� �� �� ��)����
��� ���� '# ��������*�

� ������� C ��������� ��������� ���������� �� ������ �� ������������ �&�� ���������� �� ���+���� ����
�� ����� ��)�� �&������� ���� ��� +�� G|G|K �� �� �������� �� �������� # �� "������ �����1������� ��
7�A���:���������%,B��5�

� �� ��
�� C ���� �������� �� ���1 ���� �� �������� �� ��

	� ����� �� ������ ����
��
������ ������ ���� ��� �����+������� ��,������ '�� ��� ��,�>��� ��� 4 "��������
��+���� ���� ����
��
�����	*� D�� ���%��� �� ��)���� ��� ���� ������ >��� ��������� �� �&��� ��� ��������
�� "���� ����� # ��� ����������� �������"� C ��� ������������ ������� >��� ����6��� '�� ������� �� ��� +�%���*�
�� ������� ��� +�%��� ����� # ������ '���� ��� (�������� �� ���"�������*� �� �������� �&�������� �&����������
�)����(�� �� ������� ���� ����6�� ��� ������������ �������� ��� �����������

H� 3��� �� ������ �
�����
����� �� "������� �
�����
��!
���	�
��!��������
��!����!���!��������"#

����� # ������ 4��� �� "����� �� ��8� �� �������� �� "������� �
�����
��!
���	�
��!��������
��"# �� ��
��� ������� ��� �������� ����������� # �� ����� �� ������������� �� �� �������� �� �����=�� ��+��� ���� %����
������ ���� �� "��� (�� �� �������� �� �����=�� �� �� ����� �&������� �&��� ��(�>�� �� ���� ��� �������
������������� '�� �������� �� �����=�� ��� ������� �� ������ �� �&������� �� �� ��(�>��� ����� (�� �� �����
�&������� �&��� ����� (�&�� ������ �� �� ����� �� �%���� ��� �� �������� �&���,#,���� ���2� �� ��������
������� ��� �� ��-��*� �� �������� �� �����=�� �������� # ��� ��(�>�� ���� ������� >��� ����6�� (���(�� ����
�����,������ 4��� ��� ��(�>�� ����������� ��� �� ��������� ���� '"�������� �� �)�� �������*� ����� ��������
��� # ����6�� ���� �� �%��� �����������!���������
����� ����������� ��� ��������� �� �����=�� ���� �� ������� ��� ���������� ���� ���� ���������� >��� �1���(���
���� ����� �������� /� ) �������� ��������� ��� ���������� �� �� �������� �� �����=�� ����,�>�� '�� (���
���,�� �� �%��1 � ������ ����������� �� ��� K*�
G� ������ ��������(��� ��������� (�� �� ���%��� ��� ��������� �� �����=�� ��������� ��� ����������� �� ��
�������� '�� �� �������� �� �����=��* �� �� �� ����������� ������������� # �&�1����� �� �� ���� ��
 �� ������
���� ����������� ��� ����������� ������(��� �������"� '�� ��� ������� �� ����6�� ���� �&%������(�� # �� ������,�#*�
E��� ��"����� # �� ���� ��� �� ������ ����(�&�� �&����� �� ��������� �� ����������� z = x+c(y−mY )� ����������
�� "��� (�� �� ����� ��������� mY �� �� �������� �� �����=�� Y ��� # �������� '�� ��� �&���������� ������(��
�������" ������������� (�� ��� "�������� ����� ������*�



L� 
����� �&�8������ �� �� ���%��� ��� ��������� �� �����=�� �� "������� ��

C2
A ∈ {0.05, 0.5, 1.0, 2.0} �� ρ ∈ {0.5, 0.75, 0.9},

���� �� +1���
C2

S = 1 �� K = 2.

4��� ������������ ���� ��� 12 ������������ �� ���1 �� �����2���� ��,������� �������� �� ������ �� ��(�>���
����������� # �&��������� �&�� ���������� �� ���+���� ���(���

� ���� �������� �� ���%��� ��� ��������� �� �����=���

� �� ��������� �� ���%��� ��� ��������� �� �����=�� ���� �� ��������� ������ �������� �� d ∈ {1, 2, . . . , 100}�
3������� �� ���� �������� ����� (�� ��� ������� �� d �������� �� "������� �� C2

A �� ρ�


� 
����� �� (������ �� �� "������ �����1������� �� 7�A���:���������%,B��5 ��� ����������� ���� ��� ���� A ��
S ���,�������� �� ���� ��� ������������ ��� �����2���� �������� C

C2
A ∈ {0.05, 0.5, 1.0, 2.0}, C2

S ∈ {0.05, 0.5, 1.0, 2.0},

K ∈ {1, 2, 4, 10} �� ρ ∈ {0.25, 0.5, 0.75, 0.9}.
3������� �&����� �� �������� ��� ������� �������� '���� �� "������ �����1������� �� 7�A���:���������%,
B��5* �� ���������� ���� (������ ������ �� ������� ��� �����2���� �� "������ ��� ��������������� ��������
�� �� ��������� ��������� �� �&������ ������� ������� ������������5,���� �� ����������� �� �� "������ ��
��������� ��� �� ����� ����� �� ���������� K

�
���*�
 �

4��� ���1 (�� �&) �������� ��� %�������� ��������� (�&�� ��� ���"��� �����(�� '����������� �&�1������� ��� �����������
# �-������ ���� �� ����������� ���� ������� ��������� %�����* �&�������� ��� ������� ���� �1������ ��� ������ ��
������������ 4��� +1�� ��� ������ �� �1����� �� ������ '������ ���� �� (�� ���� ���� �� �
�	
��� �� ������ �1��������
���� �	��� �$% �
�	
�� �� �&�1������ ���� ���
�	
��* �������� >���

&'��
���	

��� ��� 
� (�() (�) ��( ��(

��
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� (�) (��) (��
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